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Часть 2. Построение доказательства

В первой части данной статьи [9] мы об-

судили некоторые способы решения задач, в

которых требуется определить, следует ли ут-

верждение G из известных фактов F
1
, F

2
, ...,

F
m

. По теореме 2 о логическом следствии

для решения этого вопроса нам достаточ-

но определить, является ли формула F:

F
1
&F

2
&...&F

m
&~G противоречивой. Форму-

ла F не обязана находиться в конъюнктив-

но-нормальной форме. Но известно, что по

формуле F может быть построена равнознач-

ная ей формула S, находящаяся в конъюнк-

тивно- нормальной форме. Формула S име-

ет вид S: S
1
&S

2
&...&S

n
, где S

i
 – дизъюнкты.

Мы будем рассматривать в дальнейшем мно-

жество дизъюнктов S = {S
1
, S

2
, ..., S

n
}. Все

утверждения S
i
 имеют простую форму. Нам

надо уметь от известных рассуждений S
i
 и

S
j
 переходить к некоторому новому утверж-

дению S
k
.

Введем правило резолюции, согласно ко-

торому по двум дизъюнктам можно полу-

чать третий. Напомним, что литералом на-

зывается атом или его отрицание. Если у нас

есть два дизъюнкта и один из них содержит

литерал L, а другой – литерал ~L, то мы мо-

жем рассмотреть дизъюнкт, который содер-

жит литералы первого за исключением ли-

терала L, и литералы второго за исключени-

ем ~L. Такой дизъюнкт называется резоль-

НОВОЕ – ЭТО

ХОРОШО ЗАБЫТОЕ

СТАРОЕ

вентой первых двух. Например, если пер-

вый дизъюнкт ~AC, второй ~CD, то ре-

зольвентой будет формула ~AD. Если пер-

вый дизъюнкт состоит из одного литерала

А, а второй из литерала ~A, то их резоль-

вентой будет тождественно-ложный дизъ-

юнкт, который, как уже говорилось, приня-

то обозначать символом «».

Теорема (о резольвенте). Резольвента

двух дизъюнктов является их логическим

следствием.

Резольвента позволяет переходить от

двух рассуждений к третьему, а теорема о

резольвенте гарантирует, что если исходные

утверждения были истинными, то истинным

будет и построенное утверждение, то есть

резольвента.

Понятие вывода – формализованный

аналог понятия доказательства. Рассмотрим

множество дизъюнктов S. Выводом в S на-

зывается последовательность дизъюнктов

D
1
, D

2
, ... D

N
, где каждый D

i 
 (i = 1, 2, ..., N)

либо из S, либо является резольвентой пре-

дыдущих D
j
 и D

k
 (j < i, k < i). Если после-

дний дизъюнкт эквивалентен тождественно-

ложной формуле, то такой вывод называет-

ся опровержением. Таким образом, вывод в

методе резолюций является последователь-

ностью рассуждений, где каждое рассужде-
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ние следует из двух предыдущих. Опровер-

жение – последовательность рассуждений,

приводящая к ложному утверждению (пус-

тому дизъюнкту).

Теорема (о полноте метода резолю-

ций). Множество дизъюнктов S противоре-

чиво тогда и только тогда, когда можно по-

строить опровержение в S.

Таким образом, для того, чтобы опреде-

лить, является ли множество дизъюнктов

противоречивым, достаточно найти такую

последовательность рассуждений, где каж-

дое рассуждение следует из двух ранее рас-

смотренных, которая приводит к тожде-

ственно-ложному утверждению.

В качестве примера вывода в методе ре-

золюций рассмотрим задачу из [5].

Пример. «Инспектор Крег стремится при

помощи логических рассуждений устано-

вить истину. Рассматривается дело, в кото-

ром четверо подсудимых: A, B, C и D.

1. Если A виновен, то B был соучастни-

ком (и, следовательно, виновен).

2. Если B виновен, то либо C был соуча-

стником, либо A не виновен.

3. Если D не виновен, то A виновен и C

не виновен.

4. Если D виновен, то A виновен.

Спрашивается, виновен ли D?»

Предположим, что через A обозначается

высказывание «A – виновен»; через B: «B –

виновен»; через С: «C – виновен»; и, нако-

нец, через D: «D – виновен». Запишем каж-

дое из утверждений формулой исчисления

высказываний:

F
1
: AB

F
2
: B~AC

F
3
: ~DA&~C

F
4
: DA

Требуется выяснить, следует ли утвер-

ждение D: «D виновен» из этих четырех. По

теореме 2 нам достаточно исследовать на

противоречивость следующую формулу F:

(AB)&(B~AC)&(~DA&~C)&

(D A)& ~D.

Приведем формулу F к КНФ. Получим

множество S, состоящее из шести дизъюнк-

тов S
1
, S

2
, S

3
, S

4
, S

5
 и S

6
.

S: {~AB, ~B~AC, AD, ~CD, ~DA, ~D}.

По теореме о полноте метода резолюций

для того, чтобы установить противоречи-

вость S достаточно построить опровержение

в S. Одно из опровержений может быть сле-

дующим:

S
7
: ~AC, резольвента S

1
 и S

2
;

S
8
: A, резольвента S

3
 и S

6
;

S
9
: ~C, резольвента S

4
 и S

6
;

S
10

: C, резольвента S
7
 и S

8
;

S
11

: , резольвента S
9
 и S

10
;

Процесс построения такой последова-

тельности рассуждений (или вывода) мож-

но автоматизировать. Однако очевидно, что

при построении вывода в общем случае тре-

буется просмотр большого числа вариантов.

Поэтому в системе реализована так называ-

емая линейная резолюция. Линейная резо-

люция проще обычной и позволяет автома-

тизировать процесс поиска решения, причем

линейную резолюцию можно эффективно

реализовать. По прежнему, рассматривает-

ся множество дизъюнктов S и берется ка-

кой-либо дизъюнкт С
0
 из S, называемый вер-

хним. Строится линейный вывод дизъюнк-

та С
N
, обладающий свойствами:

1) для i = 1, 2, ..., N–1 C
i 
+ 1 есть резоль-

вента дизъюнкта С
i
, называемого централь-

ным и В
i
, называемого боковым;

2) каждый В
i
 либо из S, либо есть С

j
 для

некоторого j < i.

Опровержение, которое было приведе-

но для примера, не является линейным. По-

строим линейный вывод для нашего множе-

ства дизъюнктов S.

S
7
: ~AC, резольвента S

1
 и S

2
;

S
8
: CD, резольвента S

7
 и S

3
;
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S
9
: D, резольвента S

8
 и S

4
;

S
10

: , резольвента S
9
 и S

6
;

В этом выводе в качестве верхнего дизъ-

юнкта взят дизъюнкт S
1
, дизъюнкты S

7
, S

8
,

S
9
, S

10
 являются центральными, дизъюнкты

S
2
, S

3
, S

4
, S

6
 – боковыми.

На рис. 1 и рис. 2 изображены схематич-

но два последних построенных вывода.

Предположим, что мы выбрали некото-

рый дизъюнкт С
0
, теперь можно выделить

все возможные боковые дизъюнкты. После

применения резолюции к С
0
 с этими боко-

выми дизъюнктами мы получаем резольвен-

ты R
1
, R

2
, ..., R

M
. Каждый из дизъюнктов R

i

является возможным центральным дизъюн-

ктом, который может привести к доказатель-

ству. Если на этом шаге опровержение по-

лучить не удалось, то процесс повторяется.

Такой метод называется методом поиска

доказательства в ширину. В нашем приме-

ре, если в качестве верхнего дизъюнкта выб-

рали S
1
, тогда боковыми дизъюнктами мо-

гут быть: S
2
, S

3
, S

5
.

Построим резольвенту для каждой из пар

(S
1
, S

2
), (S

1
, S

3
), (S

1
, S

5
) и получим кандида-

тов на следующий центральный дизъюнкт.

Если какая-либо резольвента пуста, то оп-

ровержение построено, и задача решена, в

противном случае процесс повторяется.

Другой путь поиска доказательства – это

метод поиска в глубину, то есть на каждом

уровне дерева берется одна вершина и осу-

ществляется переход к вершине более низ-

кого уровня. В нашем примере при поиске в

глубину поступаем следующим образом:

если верхний дизъюнкт S
1
, боковой – S

2
, то

строится резольвента S
7
, она является цент-

ральным дизъюнктом для следующего шага

и для нее ищем боковой дизъюнкт, в нашем

случае- это дизъюнкт S
3
, и т. д. При поиске в

глубину следует задать границу поиска, что-

бы предотвратить поиск доказательства по

неверному пути, то есть по пути, который

не может привести к пустому дизъюнкту. В

первой версии системы реализовано два ме-

тода. Сначала осуществляется построение

решения методом поиска в ширину, тем са-

мым построен самый короткий вывод, затем,

задав глубину поиска, делается попытка

отыскать решение методом поиска в глуби-

ну. Для каждого из этих методов требовалось

фиксировать некоторые характеристики са-

мого вывода и время поиска.

Рассмотрим еще одну задачу. Задача по-

лучила название «Загадочный обвинитель»,

суть ее в следующем. На острове рыцарей и

лжецов за совершение преступления суди-

ли двух местных жителей X и Y. Дело нео-

бычное, так как об обвинителе было извест-

но, что он либо рыцарь, либо лжец. На суде

обвинитель сделал два следующих заявле-

ния:

1. X виновен.

2. X и Y не могут быть виновны оба.

К какому заключению вы бы пришли на

месте присяжных? Кто же обвинитель: ры-

царь или лжец?

Предположим, что мы хотим доказать,

что обвинитель рыцарь. Пусть R обозначает

утверждение «Обвинитель – рыцарь», X –

«X виновен» и Y – «Y виновен». Тогда изве-

стные факты можно записать следующим

образом:

Рис. 1 Рис. 2

 S1  S2  S3  S6  S4

 S7  S8  S9

 S10

 S11

 S1

 S7

 S8

 S9

 S10

 S2

 S3

 S4

 S6
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F
1
: RX

F
2
: R(X&~Y~X&Y)

Логическое следствие – утверждение R.

По теореме 2 строим формулу:

(RX)&(R(X&~Y~X&Y))&~R. Приве-

сти эту форму к КНФ, получить множество

дизъюнктов и построить опровержение чи-

тателю предоставляется самостоятельно.

СОКРАЩЕНИЕ

МНОЖЕСТВА ДИЗЪЮНКТОВ

Мы исследуем вопрос, является ли про-

тиворечивым множество дизъюнктов S. Од-

нако это множество может быть достаточно

велико, поэтому искать вывод из большого

множества дизъюнктов может быть затруд-

нительно. Возникает вопрос, можно ли как-

нибудь это множество сократить? Девис и

Патнем в [4] предложили несколько правил,

которые позволяют сократить исходное мно-

жество дизъюнктов.

Правило тавтологии. Из множества S

можно вычеркнуть все дизъюнкты, которые

являются тавтологиями. Оставшееся множе-

ство дизъюнктов противоречиво тогда и

только тогда, когда противоречиво множе-

ство S.

Правило однолитерных дизъюнктов.

Если в множестве S есть единичный дизъ-

юнкт – литерал L, то мы можем поступить

так: построить множество дизъюнктов Z,

которое получается из исходного S вычер-

киванием всех дизъюнктов, содержащих

литерал L. Если при этом окажется, что по-

лученное множество Z пусто, то это означа-

ет, что множество S не противоречиво, или,

другими словами, доказательство можно не

искать, так как его не существует. В том, что

S не противоречиво, нетрудно убедиться,

достаточно взять интерпретацию, в которой

истинен литерал L. Если же множество Z не

пусто, то построим по нему множество T,

вычеркнув из дизъюнктов множества Z все

литералы ~L. Можно доказать, что множе-

ство S противоречиво тогда и только тогда,

когда множество T противоречиво. В мно-

жестве T дизъюнктов и литералов меньше,

чем в исходном множестве S.

Рассмотрим пример, который мы уже

рассматривали:

S={~AB, ~A~BC, AD, ~CD, A~D, ~D}.

Мы уже установили, что множество S

противоречиво, построив опровержение в S.

Так как в S есть единичный дизъюнкт ~D,

то к S можно применить правило единично-

го дизъюнкта. Сначала вычеркнем из мно-

жества S все дизъюнкты, содержащие лите-

рал ~D. Получим множество дизъюнктов Z
1
:

Z
1 

= {~AB, ~A~BC, AD, ~CD }.

Так как множество Z
1
 не пусто, то из ос-

тавшихся дизъюнктов вычеркнем литерал D,

получим множество T
1
:

T
1 
= { ~AB, ~A ~BC, A, ~C}. Множество

Т
1
 содержит меньше литералов и меньшее

число дизъюнктов, чем исходное множество

S. В дальнейшем можно исследовать мно-

жество T
1
.

Правило чистых литералов. Литерал L

называется чистым литералом, если в S не

входит литерал ~L. Если L – чистый лите-

рал, то вычеркиваем из S все дизъюнкты, со-

держащие L. Оставшееся множество дизъ-

юнктов обозначим через S
1
. Множество

дизъюнктов S
1
 противоречиво тогда и толь-

ко тогда, когда противоречиво множество S.

Пример. S = {ABC, AB~C, ~B, ~C}.

Чистый литерал – А. Множество после при-

менения правила чистого литерала:

S
1
={~B, ~C}.

Правило расщепления. Пусть множе-

ство S можно представить в виде

S={A
1
L, ..., A

m
L, B

1
~L, ..., B

k
~L, R

1
, ..., R

q
},

причем A
i
, B

i
, R

i
 не содержат ни L, ни ~L.

Рассмотрим два множества

S
1
={A

1
, A

2
, ..., A

m
, R

1
, ..., R

q
};

S
2
={B

1
, B

2
, ..., B

k
, R

1
, ..., R

q
}.

Множество S противоречиво тогда и только

тогда, когда S
1
 и S

2
 противоречивы.

Пример. Рассмотрим множество дизъ-

юнктов S и применим к нему правило рас-

щепления по литералу А.

S={~AB, ~A~BC, AD, D~C, A~D, ~D}.

Полученные множества

S
1 

= {B, ~BC, D~C, ~D};

S
2 

= {D, ~D, D~C}.
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Множество S
1
 противоречиво, доказать

это можно, построив, например, опроверже-

ние

S
5
: C – резольвента дизъюнктов B и ~B C

S
6
: D – резольвента дизъюнктов C и D~C

S
5
:  – резольвента дизъюнктов D и ~D

Множество S
2
 противоречиво, так как

опровержение строится по дизъюнктам

D  и ~D.

В некоторых случаях удается решить за-

дачу, используя лишь правила сокращения

дизъюнктов. Продемонстрируем такую воз-

можность при решении следующей задачи.

Перед нами три девушки: Сью, Марция

и Диана. Предположим, что известно следу-

ющее:

1) Я люблю, по крайней мере, одну из

этих трех девушек.

2) Если я люблю Сью, а не Диану, то я

также люблю Марцию.

3) Я либо люблю Диану и Марцию, либо

не люблю ни одну из них.

4) Если я люблю Диану, то я также люб-

лю Сью.

Люблю ли я Диану?

Запишем формулами четыре высказыва-

ния и предполагаемое следствие.

F
1
: CMD

F
2
: C&~DM

F
3
: D&M~D&~M

F
4
: DC

G: D

Формулу (CMD)&(C&~DM)&

(D&M~D&~M)&(DC)&~D приведем к

конъюнктивно-нормальной форме, получим

интересующее нас множество дизъюнктов

S = {CMD, ~CMD, M~D, ~MD,

~DC, ~D}. В множестве S есть единичный

дизъюнкт ~D, применяем правило единич-

ного дизъюнкта к S, получаем множество

{CM, ~CM, ~M}. В построенном множе-

стве опять есть единичный дизъюнкт ~M.

После применения правила единичного

дизъюнкта к этому множеству получаем

{C, ~C}. В последнем множестве также есть

единичный дизъюнкт, после применения

правила получаем противоречивое множе-

ство, следовательно, и исходное множество

S противоречиво, то есть D – логическое

следствие. Для демонстрации методов мы

специально выбираем простые примеры,

более сложные примеры «поручим» решать

системе поиска доказательств, описание ко-

торой приведем в заключительной третьей

части.

Впервые опубликовано в журнале
«Компьютерные инструменты в
образовании», 1998. № 3–4.
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